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1. Uvod

Vysledky chemickych méfeni velmi Casto obsahuji
ojedinéla data, ktera jsou vyrazné vétsi (mensi) nez vétsina
ostatnich, tedy odlehla pozorovani (outliers). Jsou-li zafa-
zena do dalsiho zpracovani, mohou vyrazné ovlivnit vy-
sledky. Jsou-li vylouc¢ena, mize dojit ke ztraté cennych
informaci. Neni-li mozné jejich vécné vyhodnoceni resp.
opakované méfeni, nezbyva, nez tato data vyhodnotit sta-
tistickymi prostfedky, zejména testy. Ty v8ak také pracuji
s témito daty a jsou jimi ovlivnény a navic je vétSina bézné
dostupnych testll vazana na splnéni konkrétnich ptedpo-
kladti, napf. normalni rozdéleni dat. To Casto neni splnéno
a prave u dat s kladnou resp. zapornou Sikmosti nemusi byt
vyskyt odlehlosti chybnou hodnotou a vyskytuje se mno-
hem cast&ji. Proto je vhodné brat v tivahu tuto Sikmost pfi
hodnoceni extrémnich hodnot.

Nejprve se vsak musi Sikmost rozdéleni zjistit. Bézné
se posuzuje koeficientem Sikmosti (skewness), ktery je
také odlehlymi daty ovlivnén. Dobrou cestou pii hodnoce-
ni extrémnich dat mize byt kombinace robustniho ukaza-
tele Sikmosti' a grafické metody, ktera neni vizina na
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splnéni specifickych piedpokladii. Casto je pouzivan kla-
sicky krabicovy graf®® (boxplot). Ten ale u soubori
s kladnou nebo zapornou Sikmosti vylucuje nadbytek dat.
Proto byl klasicky krabicovy graf nékolikrat vylepSovan,
vyrazné napft. v r. 1990 (cit.*) a naposledy v r. 2018, kde je
nejvyrazngjsi uprava pro piipady nesymetrickych rozdé€le-
ni dat’,

Cilem této studie je otestovat uc¢innost novych krabi-
covych grafi*’, objasnit uzivatelim princip jejich kon-
strukce a poskytnou chemikiim jednoduchy navod na je-
jich praktické pouziti pouze s vSeobecné dostupnym pro-
gramem Excel Microsoft.

Vlastnosti novych krabicovych grafii jsou vyzkouseny
a ilustrovany jednak na simulovanych datech, kde je moz-
né vytvorit uméle problémové situace, ale také na realnych
datech® z chemického primyslu.

2. Zakladni vzorce a jejich analyza
2.1. Klasicky krabicovy graf (Tukey)

Krabicovy graf tvofi krabic¢ka s levym a pravym vou-
sem. Body q;, @2 a g3 jsou prvni, druhy a tfeti kvartil dané-
ho souboru. Vzdalenost mezi krajnimi body vousi tvofi
interval, dale oznacovany (A, B), kde body mimo tento
interval jsou povazovany za odlehlé. Jsou to tedy body pod
hranici A resp. nad hranici B (obr. 1). Je zfejmé, ze ¢im
delsi je vous, tim méné¢ je vyloucenych hodnot. Nové upra-
vy zékladniho krabicového grafu prodluzuji pravy (levy)
vous ve sméru kladné (zaporné) Sikmosti dat.

Zakladem pro vypocet hrani¢nich bodl krabicového
grafu ve vSech uvazovanych vzorcich jsou kvartily q;, qz
a (3. Pomoci kvartild je pocitano:

kvartilové rozpéti QR=q3—q (1)
horni kvartilové rozpéti UQR = q; —qa (2)
dolni kvartilové rozpéti LQR = q, — q; (3)

Dale bude pouzita robustni charakteristika Sikmosti
(Bowle), ktera ma tvar:

_UQR-LQR (q93-9»)=(9,=q1) _93=29, +q,
QR 93— Q3 —q

Bce

“)

Pro symetrické rozdéleni je LQR = UQR, takze Bc =
0; pro kladnou $ikmost bude UQR > LQR a Bc > 0; pro
zapornou Sikmost je UQR < LQR a Be <0.

Bc ma tedy stejna znaménka jako momentova charak-
teristika Sikmosti:
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Obr. 1 Klasicky krabicovy graf a jeho klicové body
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Zakladni krabicovy graf 23 pocita hranice A, B, které
vymezuji interval (A, B) pro pfijeti dat, takto:

A=q;-¢c-QR,B=q;+c-QR (6)

kde nejcastéji ¢ = 1,5.
2.2. Nové krabicové grafy a princip jejich fungovani

Kimber® upravil vzorec (6) na tvar:

A=q;—c-2LQR,B=q;+c-2UQR (7)
proto, aby prodlouzil hranice piekroceni ve sméru Sikmos-
ti, tj. rozs§ifil interval (A, B) a tim sniZil pocet vyloucenych
bodl u nesymetrickych rozdéleni. Logika upravy tohoto
krabicového grafu je 1épe vidét v jiném vyjadteni:

A=q -c-QR-(1-Bc),B=q;+c-QR-(1+Bc) (8

Pro kladnou Sikmost je Bc > 0, takze 1 + Bc > 1
a polozka c-QR(1+Bc), ktera se pficita ke qs, je vetsi, nez
ptvodni c-QR. Tim se snizi pocet bodu, piekracujicich B.
Pro symetrickd rozdéleni s Bc = 0 je potom vzorec (8)
shodny se vzorcem klasickym (6). Pro zédpornou Sikmost,
pokud LQR > UQR (jak se ocekava), je Bc <0, takze 1 —
Bc > 1 a od q; se odecita ve vzorci (8) polozka vEtsi nez
¢.QR ve vzorci (6); proto pro dolni hranice grafi Ka T
plati K < T, tedy opét méné hodnot je mensich
(vytazenych) u K nez u klasické dolni hranice grafu T
v (6). Vzorce pro Kimberdv krabicovy graf (7) a jeho
upravenou verzi (8) (adjusted boxplot) jsou stejné: dosadi-
me-li do vzorce (&) pro bod A:

|_LB-29+q _ 2LOR

1-Bc = Sa
a OR (8a)
dostavame:
2LQR
A:ql_c‘QR‘Q%:ql—c-zLQR (8b)

Podobné pro hrani¢ni bod B bude po dosazeni za
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|+Beo1+ 33720 +q _ 2UQR (8c)
93 —q QR
horni hranice:
2UQR
Q =q;+c-2UQR (8d)

B=gq;+c-QR——
d3 Q QR

Nejnovéjsi verze krabicového grafu’, ktera je oznade-
na jako RS (Ratio Skewnes), upravuje hranice A, B
v zékladnim vzorci (6) tak, Ze misto Kimberova posileni
polozkou (1 + B) a (1 — B) pouziva U€innéjsi podil kvarti-
lovych rozpéti. Tak vzniknou vzorce pro dolni hranici:

LQR
A=q-c-QR-—— 9
q Q UQR ©)
a pro horni hranici:
UQR
B=q;+c-QR-—— 10
q3+¢-Q LQR (10)

3. Testovani novych grafickych metod

Cilem dale uvedenych uloh je ukazat, Ze nova kon-
strukce krabicového grafu je provedena tak, aby graf re-
spektoval kladnou resp. zapornou Sikmost. Prakticky to
znamena, ze ve smeru zjisténé Sikmosti je hranice ptekro-
tedy u novych graft pro kladnou Sikmost (Bc > 0) vzdale-
nost bodu B od kvartilu q; vétsi, podobné u zaporné Sik-
mosti (Bc < 0) je bod A vzdalengjsi od q;. Tim se prodlou-
zi interval (A, B) ve sméru sikmosti a pouze ve sméru Sik-
mosti.

Vsechny ulohy, které jsou uvedené v kapitolach 3.1.
az 3.3. maji jednotné zadani: vypocitat charakteristiky
Sikmosti, zjistit dolni resp. horni hranici klasického a no-
vého krabicového grafu a porovnat pocty vyrazenych hod-
not. Analyzu provést ve sméru zjisténé Sikmosti. U kazdé-
ho souboru je uvedeno poslednich 5 nejvétsich hodnot pro
kladnou $ikmost nebo nejmensich 5 hodnot pro zapornou
Sikmost. Je-li potieba, pak se uvadi i 10 hodnot.

3.1. Data s kladnou Sikmosti

a) data (n = 100) jsou generovana z rozdéleni chi-
kvadrat (1) (x’)a doplnéna odlehlou hodnotou. Charakte-
ristiky Sikmosti: Sk = 14,48 a Bc = 0,50, tedy kladna Sik-
most.

Vzhledem ke kladné Sikmosti sledujeme horni hranici B
krabicového grafu.

Vysledky vypoctl, potiebnych k nalezeni hranice B:

q: = 0,086; q; = 0,39; q; = 1,30; QR = 1,214; LQR =
0,304; UQR=0,91.

Nejvétsich 10 nadhodnych cisel véetné odlehlé hodnoty
(tucéne):
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2,77, 2,93; 2,95; 3,18; 3,38; 3,54; 3,73; 3,79; 4,83;
10,27288.
Odlehld hodnota 10,27288 je generovana jako kriticka

hodnota z;(0,00135),

Zavery: Nejlépe hodnoti data krabicovy graf RS, ktery
vynechal jen odlehlou hodnotu. Klasicky krabicovy graf
vyradil kromé odlehlé hodnoty jesté 6 platnych (tab. I).

b) data (cit.5, s. 91, Giloha C2.02; n = 90) piedstavuji
obsah acetonu v surovém isopropylaminu [%]. Charakte-
ristiky Sikmosti: Sk = 8,97 a Bc = 0,41.

Pozornost bude tedy soustiedéna na horni hranici B krabi-
covéeho grafu.

Nejvétsich 10 hodnot obsahu acetonu [%]:

0,86; 0,90; 0,96; 0,97; 1,12; 1,14; 1,15; 1,58; 1,61; 2,15.
Pro klasicky krabicovy graf® a pro dvé nové konstrukce’
(K, RS) byly vypocitany hranice intervalu pfijeti (A, B).
Pfedmétem zajmu je, vzhledem ke kladné Sikmosti dat,
pocet vyfazenych méfeni v dasledku piekroceni horni
hranice B u klasického grafu (T) a novych grafu (K, RS).
Zavery: Z vysledku je patrné, ze krabicovy graf RS je ve
smeéru kladné Sikmosti ,,Setrnéjsi“, respektuje kladnou Sik-
most dat a vyfazuje nejméné méteni (tab. I).

¢) vybér z dat (cit.%, s. 91, uloha C2.02; n = 15); z dat
3.1b byla vybrana ¢ast pro porovnani vysledki u soubori
o rizném rozsahu. Charakteristiky Sikmosti jsou:

Sk = 4,11 a Bc = 0,76. Pozornost bude soustfedéna na
nejvétsich 5 hodnot: 0,12; 0,36; 0,36; 0,86; 1,61. Hranice
B horniho vousu a vylouc¢ené hodnoty jsou v tabulce 1.
Zavery: Vzhledem k malému rozsahu souboru ve srovnani
s 3.1b je také méné vyloucenych hodnot. VEtsi ,,citlivost™
k Sikmosti je patrna u grafu RS, grafy T

a K vylucuji jednu hodnotu.

3.2. Data se zdpornou Sikmosti

a) data (n = 100) jsou generovana z Weibullova roz-
déleni W (5; 400) a doplnéna o 3 odlehlé hodnoty
(pramér — k.s, k = 3; 3,5 a 4). Charakteristiky Sikmosti
jsou: Sk =-3,29 a Bec = -0,17, tedy zaporna Sikmost. Vy-
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sledky vypoctl, potfebnych k nalezeni hranice A: q; =
308,56; q2 = 369,82; q3 = 412,93; QR = 104,37; LQR =
61,26; UQR =43,11.

Vzhledem k zédporné Sikmosti sledujeme dolni hranici
krabicového grafu A. NejmenSich 5 hodnot souboru se
ttemi odlehlymi Cisly (tucné): 66,105; 103,355; 140,60S;
142,523; 187,436.

Zavér: Zapornou Sikmost zohlediiuje nejvyraznéji graf RS,
nejméné graf T (tab. II).

b) data (cit.b, s. 99, uloha C2.31B ; n = 14): obsah
modrych latek ve filtratech [%]. Jedna se o kompletni vy-
sledky méteni malého rozsahu. Pfesto, Ze data maji nor-
malni rozdéleni (test chi-kvadrat, p-hodnota = 0,10), jsou
empirické charakteristiky Sikmosti zaporné: Sk = —1,99
a Bc = —0,54. Pozornost bude proto soustfedéna na nej-
menSich 5 hodnot souboru: 1,18; 2,22; 2,23; 2,24; 2,33.
Zavér: V intervalu (primér — 3s; primér + 3s), zde (1,02;
4,08), se u normalniho rozd¢leni nachazi 99,73 % hodnot,
tedy drtiva vétSina; pravdépodobnost vyskytu hodnoty
mimo tento interval je 0,0027. VSechna data daného sou-
boru jsou skuteéné v tomto intervalu ( Xpin = 1,18, Xipax =
3,38). Presto je krabicovym grafem T vyloucena jedna
hodnota, u novych grafi zadna (tab.II). Vzhledem
k zaporné Sikmosti prodluzuji nové grafy délku dolniho
vousu; jednotlivé délky jsou: graf T: 0,84; graf K: 1,29
a graf RS: 2,78. Horni vous se naopak zkracuje; graf T:
0,84; graf K: 0,39; graf RS: 0,25. Nové grafy jsou tedy
orientovany jen ve sméru Sikmosti.

3.3. Data s nulovou Sikmosti

a) data (n = 100) jsou generovana ze Studento-
va rozdéleni t;y a doplnéna tfemi odlehlymi hodnotami:
4,297 = pramér + 3s; 4,39 a 4,58 jsou kritické hodnoty
rozdéleni t;o pro hladinu vyznamnosti 0,00135 a 0,001.

U dat se Studentovym rozd€lenim se ocekava symetrie,
avSak empirické charakteristiky Sikmosti vychézi nenulo-
vé: Sk =291 a Bc = 0,21, tedy kladna Sikmost. Pozornost

Tabulka I
Vyloucené hodnoty u jednotlivych grafii pro data 3.1
3.1a
Tukey Kimber RS
B=3,12 B=4,03 B=6,75
Nad B: 3,18; 3,39; 3,54; Nad B: 4,83; 10,27 Nad B: 10,27
3,72; 3,79; 4,82; 10,27
3.1b
Tukey Kimber RS

Interval (A, B): (-0,34; 0,94)
Nad B: 0,96; 0,97; 1,12;
1,14, 1,15; 1,58; 1,61; 2,15

Interval (A, B): (-0,15; 1,14)
Nad B: 1,15; 1,58; 1,61; 2,15

Interval (A, B): (-0,06; 1,60)
Nad B: 1,61; 2,15

Tukey
B=0,86
Nad B: 1,61

3.1c
Kimber RS
B=1,23 B=3,95
Nad B: 1,61 Nad B: nic
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Tabulka II
Vylouéené hodnoty u jednotlivych graft pro data 3.2

Referat

3.2a
Tukey Kimber RS
A: 152 A: 124,78 A: 86,09
Pod A: 66,11; 103,36; Pod A: 66,11; 103,36; Pod A: 66,11
140,61; 142,52
3.2b
Tukey Kimber RS
A:l,4 A: 0,98 A:-0,28
Pod A: 1,18 Pod A: nic Pod A: nic

je proto zamérena na nejvétsich 5 hodnot, z nichZ posledni
tfi jsou odlehlé (tucné):

2,906; 3,774; 4,397, 4,393; 4,587.

Zavery: Také u teoreticky symetrickych rozdéleni je vhod-
né pouzit nové krabicové grafy, pokud je zjisténa Sikmost.
Pozornost je soustfedéna na data ve sméru Sikmosti.

Zde jsou u klasického grafu vylouceny 4 hodnoty, u RS
grafu zadna (tab. III).

b) data (cit., s. 93, Gloha C2.08; n = 60) predstavuji
obsah plynného dusiku, ktery vznika jako vedlejsi produkt
pfi vyrobé ¢pavku a je oddélovan v Cistici jednotce [%o].
Charakteristiky Sikmosti: Sk = —0,006 a Bc = 0,03, tedy
prakticky symetrie.

Nejmensich 5 hodnot: 19,6; 20,0; 20,6; 20,7; 21,0.
Nejvétsich 5 hodnot: 29,0; 29.4; 29,6; 29,8; 30,9.

Zavéry: U dat se potvrdila normalita (test chi-kvadrat,
p-hodnota = 0,23) a minimalni Sikmost. Pozornost byla
proto soustfedéna v obou smérech: pod hranici A a nad
hranici B, av§ak zadna hodnota daného méteni nevybocuje
mimo interval (A, B) (tab. III). Grafy zde funguji rovno-
cenné. Také zde je ale vidét, ze i pfi minimalni Sikmosti
(Bc = 0,03) dochazi k mirnému prodlouzeni hranice B
(délky horniho vousu);

pro T graf: B —q; = 6,53 a pro RS graf: B —q; =6,99.

Tabulka IIT
Vyloucené hodnoty u jednotlivych grafi pro data 3.3

¢) vybér z dat (cit.%, s. 93, uloha C2.08; n = 15): z dat
3.3b byla vybrana ¢ést pro porovnani vysledkd u soubori
o rlizném rozsahu. Charakteristiky Sikmosti vychazi: Sk =
—0,62; robustni charakteristika B¢ = —0,03. Data maji nor-
malni rozdé€leni (test Shapiro-Wilk, p-hodnota = 0,94).
Zavery: Ani jeden z krabicovych grafii nevyloucil Zadnou
hodnotu. Grafy zde fungovaly rovnocenné (tab. III).

4. Postup pri aplikaci novych grafi

Doporucené kroky pii aplikaci upravenych krabico-
vych graft:

a) vypocet charakteristik Sikmosti, nejlépe klasické
i robustni podle (4) a (9); b) vypocet kvartilt q;,q, a q3; ¢)
vypocet kvartilovych rozpéti QR,LQR,UQR a poméri
LQR/UQR a UQR/LQR; d) vypocet hranic A a B podle
vzorct (7), (9) a (10). VSechny vypolty lze provést
s programem Microsoft Excel a postup lze vyzkouset na
ulohach 3.1a resp. 3.2a, kde jsou k tomuto ucelu uvedené
potiebné hodnoty kvartilti.

3.3a
Tukey Kimber RS
B: 3,41 B: 3,95 B: 4,76
Nad B: 3,77; 4,29, 4,39; 4,58 Nad B: 4,39; 4,58 Nad B: nic
3.3b
Tukey Kimber RS

(A; B): (16,53; 33,93)
Mimo (A;B): nic

(A; B): (16,75; 34,15)
Mimo (A;B): nic

(A; B): (16,96; 34,39)
Mimo (A;B): nic

Tukey
(A; B): (20,35;33,55)
Mimo (A;B): nic

3.3c
Kimber
(A; B): (20,20; 33,40)
Mimo (A;B): nic

RS
(A; B): (20,04; 33,26)
Mimo (A;B): nic
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5. Zavéry

Klasické krabicové grafy jsou pomérné zndmy pro-
stiedek k identifikaci odlehlych hodnot. Méné znama bude
asi jejich posledni uprava zr.2018, kterda sméiuje
k takovému vypoctu hranic grafu, aby byl dobte pouzitel-
ny pro nesymetrickd rozdéleni. Cilem tohoto piispévku
bylo sezndmit tendfe s novymi krabicovymi grafy, vy-
zkousSet jejich funkcnost a ukdzat mozné pouZiti. Aplikace
je snadnd i s programem Microsoft Excel, takze kazdy
praktik mize prezentované poznatky ihned pouzit. Vyho-
dou téchto grafickych metod je také skuteCnost, ze jsou
neparametrické a 1ze je tedy pouzit napt. bez Castého pred-
pokladu normality dat. To umozinuje jejich pouZiti pro data
vykazujici kladnou nebo zépornou Sikmost. Nejnove;jsi
verze krabicovych grafi byly zkoumany v 10 000 simula-
cich na souborech od velikosti n = 10 (cit.’, str. 351). Ten-
to rozsah lze proto povazovat za minimalni velikost pro
jejich pouziti. S rostoucim pocétem dat se zvySuje spolehli-
vost zavérd, podobné jako u jinych grafickych ¢i numeric-
kych metod.

V naSich simulacich se ukdzalo, Ze u symetrickych
rozdéleni postacuji klasické krabicové grafy. Naopak pro
data s velkou Sikmosti jsou lepSi nové typy grafi. Pro
mensi soubory, napf. o rozsahu n 3 az n 10
v analytické chemii, 1ze doporucit pro vylouceni odlehlych
hodnot napf. neparametricky Dean-Dixontv Q test .

Vypracovano s finanéni podporou VSB — Technickd
univerzita Ostrava jako projekt SP2020/61.

Seznam zkratek

QR kvartilové rozpéti

UQR horni kvartilové rozpéti

LQR dolni kvartilové rozpéti

Bc  robustni koeficient $ikmosti (Bowle)
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K oznaceni pro Kimbertiv krabicovy graf
T oznaceni pro Tukeytv krabicovy graf
RS oznaceni pro pomér Sikmosti krabicového grafu
(boxplot Ratio Skewnes)
s vybérova smérodatnd odchylka
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J. Tosenovsky and F. ToSenovsky (Faculty of Mate-
rials Science and Technology, VSB-Technical University
of Ostrava): ldentification of Outliers in Chemical
Measurements Allowing for Asymmetry in their Prob-
ability Distribution

The aim of the paper is to acquaint the reader with
new box plots, clarify the principles they are based on, try
out their functionality and show their application in detect-
ing outliers in data samples with positive or negative
skewness.

Keywords: outliers, skewness, percentiles, boxplot



